Professeur : Rachid BELEMOU Cours

Prince Moulay Abdellah] FONCTIONS EXPONENTIELLES Année :

La fonction exponentielle népérienne f X =¢e* :

a. Activité :
_ _ o f:]0,40[ >R
On considere la fonction f définie par :
x> f(x)=Inx
1. Est-ce que la fonction f admet une fonction réciproque f= ?
b. Vocabulaire et notation :
fonction réciproque f™ de f est appelée la fonction exponentielle népérienne (ou la fonction
exponentielle , on note f'= exp ou fl=e.
c. Définition et propriété :
[ ]
_ o f:]o+0o[ >R _ _ _
La fonction f définie par : est continue et strictement croissante sur
x> f(x)=1Inx
I’intervalle ]O,+oo[ d’our f admet une fonction réciproque f™*, on I’apelle fonction exponentielle
f=exp : R — 0, +oof
fom et . f-1 -1
népérienne et on la note par : f— =exp ou f~ =eavec ) :
x> 7 (x) =exp(X)
d. Conséquences :
« La fonction exponentielle népérienne ™ =exp ou f™ =e est continue et strictement croissante sur
R et la courbe de f et f™ .sont symétrique par rapport & la 1% bissectrice ( 1a droite d’équation
(D) :y=x
« VxeR , exp(x)>0. .
exp(x)= x=1In
» Relation entre f(x) =In(x) et f7(x) =exp(x) est p(x)=y =N (y)
xeR y>0
e Ona: Vxe|0,+oof :fof (x) =x < (f(x)) = xdonc
Vx€]0,4+o0[ , expeln(x)=x< exp(ln(x)) =X
eOna: VxeR:fof?(x)= x<:>f(f‘l(x)) =xdonc VxeR , Inoexp(x)=x < In(exp(x)) =X
e. Nouvelle notation :

On sait que : (1) VreQ,r= In(er) d’ou

NevreQ, xp(r)=exp(|n(er))<:>‘v’r eQ.exp(r)=e'
On obtient: Vre Q: exp(r) = e" par conséquence on va prolonger ce résultat a tous les nombres réels X.

d’oul la nouvelle notation : VX€ R :exp(x) =e*,

f=exp : R — ]0,+o0[

Donc :

x> (x) =exp(x) =€
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f. Propriétés :

_ AX
;;y_e}c{
xelR

x=Iny

y>0

2. VabeR:a=boe*=e’etVabeR:a<boe?<e’.

et Vx>0:e™ =x et VXE]RZ"'I(GX):X et VxeR,e*>0 .

g. Exemples:
1L e —-3=0

") _ 24 et In(e‘“) =-13.

2
3. Résoudre dans R P’équation suivante €™ =g
4

Résoudre dans R P’inéquation suivante : €< <e

2X+7

6X—2

2
5. Ensemble de définition des fonctions : f(x)=— et g(x) = Ve*
e

"~. Propriétés algébriques :

a. Propriétés :

Soient aet bet xdeR etreQ ona:

propriétés Exemples propriétés Exemples
r
eX — eI’X 3
e.51+b =eaxeb e? =e4xe3 1 ( ) (eX) :e3X
(r € Q)
1 1 1 1
-b -2 z Z(x=3
e =— e =— 2 X _ 2% x—3_2(x )
P o2 JeX =e e =e
e? e’ 1
a-b _ ~ 5__ "% =X =(2+2x
© eb &= o2 3 Ve =ed Nk )
b. Preuve : pour e* =ge?xe".
c. Remarques:

2
o e¥xe* =(ex) =e*

3
et X xe*xe =(e") =e**.

n
o e¥xe¥x xexz(e") =e™
%,—J
n

- f(x)=¢'™ , xeD, ©xeD,

bl

Limites :
lime*=0" lim e* = +o0
X—»—00 X—>+00

lim x xeX=0" limx" xe*=0 : neN" e =1
X—>—0 X——0 lim =1
X eX N x—0 X
lim — =40 lim —=+40 ;neN
X—>400 X X—)-l-wx
a. Exemple:
e e* +2x

e lim— : o li .

X—>+0 X

X—>+00 X
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WV.  Dérivée de la fonction f (x) =e* et f(X)= e

a. Théoréme:

la fonction f(x)=e" est dérivable sur ®etona: Vxe :(ex)' =X

Preuve :

=

Théoréme :

[

Si la fonction u(x) est dérivable sur un intervalle | alors la fonction f(X) = e"() est dérivable sur 1 et

sa fonction dérivable est *(X) = [eu(x)] =u (x)eu(x) :

3

Exemple :

5x3+3x

Soit la fonction f(x)=e

[l

Remarque :

Les fonctions primitives de la fonction g(Xx) = u (x)eu(x) sont les fonctions de la forme

G(x)ze“(x)+c ; (ceR).

Exemple :

[l

3x2+1

1
sont les fonctions de la forme F(X) = ge +C

3x2+1

On détermine les primitives de la fonction f(X) = Xx.e

V. Etude de la fonction f(x) =€ :
Tableau de variation de f :
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WM.  Fonction exponentielle de base a avec a e J0.1f UL, 4o :

a. Définition :
Soit a€ [0,1[ U ]1,+oof .
o In(x) . .
La fonction définie par : Vx>0, log, (x) = in(a) est continue et strictement monotone sur |0, -+oof
donc elle admet une fonction réciproque ™, on Pappelle fonction exponentielle de base a et définie par :
f= 1 R —]0,+o0[
x> F(x) = exp, (x)
b. Nouvelle notation :
eOna:
f(x)=yof(y)=x
< log, (y)=x
In
= —(y) =X
In(a)
< In(y)=xIn(a)
oy= exln(a)
Dot f*(x)=exp, (x)=e"
r
e Onprend Xx=reQ ona: f(r)=exp, (x)= efina _ glna’ _ or goou - exp, (x)=a".
« On prolonge cette écriture pour tous les nombres réels x de R on obtient Vxe R , f™(X) = eXina _ ox
e Conclusion :
o VxeR, e®nd_gx
c. Exemple:
1 X
5X :exInS et (g) :e—xInS et 10% :exlnlo_
d. Remarques :
e Pour toutxde R ona: log, (ax) =X.
« Pour tout x>0 ona: %M = x
e Pour toutx de R ona: 10" =y <> x=Log(y).
e. Conséquences :

soit a€]0,1[ U]L,+oq[ et lafonction f(x)=a* = exina

1. Lafonction f est continue et dérivable sur Pintervalle R .
2. [f] =(ax)' = (In(a))xexIna =(In(a))xa".
3. D’oilesigne :[f(x)] = (ax) = (In(a))xaX est le signe de Ina.

e O<a<lalors f(x)=a* =eXIN2

exlna

strictement croissante d’oi : V(X,y) e R* :a* <a’ <> x>Vy.

ea>1alors f(x)=a"= strictement décroissante d’ou : V(X,y) e R*:a* <a’ & x<y.
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[l=h

Propriétés :

ae0, U]l +f etreQ, vx,yeR ona:

y 1 _ a _
a*xa¥ =a*" et (ax) =a™ et —=a " et —y=ax v,
a a

g. Lacourbe représentative de f(x) =a" avec ae ]0,1[u]1, +oo[ )

X
Cas O<a<1on prend a=% donc f(x)=(%) .

Cas a>1 on prend a=2 donc f(x)=2% .

-

h. Exemple :

. . 3_ . . . .
1. Ecrire lafonction f(x)= 3" Xen fonction de la fonction exponentielle népérienne .

2. Calculer: lim f(x) et lim f(x) .

X—>+o0 X—»—00

3, Calculer : f' lafonction dérivée de f .
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